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Τ Σ

ΛΚ

ΓΒ

Α

 

         Θέκα 42      

          Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε     , κε e 1xx x      

                   θαη ε ζπλάξηεζε f   . Αλ γηα θάζε x  ηζρύεη όηη 

                  
5 3f f fx x x x        , ηόηε λα απνδείμεηε  f   

 

     Θέκα 43      

     Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f :   

          (ε1)   Να απνδείμεηε όηη ε επζεία x    είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο  

                    ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  
f

C  ηεο ζπλάξηεζεο f  αλ θαη  

                   κόλν αλ f fx x      

          (ε2)   Η επζεία x    είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο  ηεο γξαθηθήο    

                   παξάζηαζεο  
f

C ηεο ζπλάξηεζεο  f  θαη ε f  είλαη γλεζίσο  

                   αύμνπζα ζην  . Να απνδείμεηε όηη ε f  είλαη γλεζίσο 

                   θζίλνπζα ζην  , ]   

          (ε3)   Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη πνιπσλπκηθή δεπηέξνπ βαζκνύ θαη 

                    έρεη άμνλα  ζπκκεηξίαο ηελ επζεία x   , f 2f    

                    θαη 
0

f f 2x x      , γηα θάζε x , ηόηε λα βξείηε  

                    ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f  
     Θέκα 44    

         ( ε1 )  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f :  , κε ηύπν 

                   f x x x        . Να απνδείμεηε όηη  

                    ε  f είλαη 1ζην θαη f είλαη ] ζην )  

         ( ε2 )  ε εκηθύθιην δηακέηξνπ 2  λα εγγξάςεηε ηξαπέδην κε  

                   ην κέγηζην εκβαδόλ  

     Θέκα 45    

          Σν ηξίγσλν   είλαη  ηζνζθειέο  

         5  θαη 8  

         (ε1)    Να απνδείμεηε όηη ε γσλία 

                     είλαη ακβιεία  

         (ε2)    Να βξείηε πόηε ην εκβαδόλ   ηνπ νξζνγσλίνπ   

                    γίλεηαη κέγηζην  
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     Θέκα 46    

         Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  , f :  , κε 
e e

f
e e

x x

x xx





  


.  

          Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ   , f είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο  

          ηελ επζεία x    

         (ε1)    Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία  ηηο ζπλαξηήζεηο f ,                       

                   θαη  ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη  

         (ε2)   f  πεξηηηή  θαη 1x | |  , γηα θάζε x  

         (ε3)   f 1,1        

         (ε4)    Οη  γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  ζπλαξηήζεσλ g , f είλαη  

                    ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία 1x  ,όπνπ  
4 2

2 4

e e
g

e e

x

x
x


  


  

         (ε5)    Οη  
f

C , gC  έρνπλ κόλν έλα θνηλό ζεκείν  ηνπ νπνίνπ  

                    λα βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο   

 

         (ε6)    Αλ νη  
f

C , gC  δελ δηαθόπηνληαη θαη  ην εκβαδόλ ηνπ  

                    ρσξίνπ     ηνπ ζρήκαηνο , ηόηε 

2

2

2 e 1
<

e 1
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     Θέκα  47    

          Έζησ ζπλάξηεζε f ,κε  
2 2

2 2
f

x x
x

x x

  
  

  
 , 1  

          (ε1)  Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε  f  σο πξνο ηε κνλνηνλία  

                             Αλ  f 1  , ηόηε   

                   (ε2)    Να βξείηε ην   

                   (ε3)    Να απνδείμεηε όηη 1 f 3x   , γηα θάζε , 2]x   

                   (ε4)    Να απνδείμεηε όηη 1 3 f 1x   , γηα θάζε )x  

                   (ε5)    Να δείμεηε όηη ε f  αληηζηξέθεηαη ζην , ) ( , )     

                             θαη ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη νη 
f f

C ,C    δελ έρνπλ  

                             θαλέλα θνηλό ζεκείν  

    Θέκα 48                                                                                 ( .Β ζι 28- 9) 

          Έζησ  f , g , κε  1f x x
x

     , 1g x x
x

     

          (ε1)   Να εμεηάζεηε πνηα από ηηο f , g  αληηζηξέθεηαη   

          (ε2)   Να κειεηήζεηε θάζε κηα από ηηο f , g σο πξνο ηε κνλνηνλία  

          (ε3)   Να βξείηε ηηο ηηκέο 4
2

f
    

 
 
  ,    

                    θαη 
4

2
g


   

 
 
   

          (ε4)   Να απνδείμεηε όηη 
f

f [2, )     θαη  gg    

          (ε5)   Να απνδείμεηε  όηη ε εμίζσζε  
1f gx x      έρεη ην  

                    πνιύ κηα ξίδα ζην 
 

    Θέκα 49                                                                              

          Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f , :g   , γηα ηηο νπνίεο  

          Ιζρύεη όηη : 
3 3 2f ( ) (y) 3 3 y 2x g x x x      , γηα  

         θάζε , yx  .Αλ νη 
f

,C Cg , έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλό  

         ζεκείν , ηόηε λα απνδείμεηε όηη f g  
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     Θέκα 50                                                                             

               Α       Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f ,κε f 2 1x x    , λα απνδείμεηε  

                        όηη : f y f f y 1x x        , γηα θάζε yx   

               Β       Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f ,κε f    , f 3   

                        ●   f y f f y 1x x        , γηα θάζε yx   ( 1 ) 

                        ●   Η εμίζσζε f 1x    έρεη κνλαδηθή ξίδα                         

  (ε 1 ) Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο f f   

            Να απνδείμεηε όηη 

  (ε 2 )      f f 2x x        (ε 3 ) Η  ζπλάξηεζε f αληηζηξέθεηαη  

  (ε 4 )      
1 1 12f y 2f 2f y 1x x           

                             Αλ 
1f x      , γηα θάζε 1, )x  , ηόηε  

  (ε 5 )      Η  ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην   
    Θέκα 51                                                                              

               Γίλνληαη νη κε ζηαζεξέο ζπλαξηήζεηο f ,g : [0, )   

               γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη f y g y 2f 2g yx x x           ( 1 ) 

               γηα θάζε yx   . Να απνδείμεηε όηη 

              ( ε 1 )    Οη  
f g,C C  δηέξρνληαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ  

               ( ε 2 )     Η ζπλάξηεζε g έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y y  

              ( ε 3 )     f g
            

          ( ε 4 )    f 4fx x      

              ( ε 5 )      Αλ ε f είλαη πνιπσλπκηθή , ηόηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο  

     Θέκα 52                                                                             

               Έζησ νη ζπλαξηήζεηο 
2f x x    θαη 

2g 4 2x x x         

               θνηλό ζεκείν ησλ 
f g,C C θαη   ηπραί επζεία ε νπνία  

              δηέξρεηαη από ην  θαη ηέκλεη ηε 
f

C
 
ζην f  ,  

                 θαη ηελ gC  ζην ζεκείν  , 1x   

              ( ε 1 )      Να απνδείμεηε όηη ην  είλαη κνλαδηθό  

              ( ε 2 )      Να απνδείμεηε   

              ( ε 3 )      Αλ 2 θαη  g   ,  0,1  ,αλ   ην  

                             εκβαδόλ ηνπ  ,ηόηε λα κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε 

                              σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα  
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     Θέκα 53                                                                              

               Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f ,g , κε 33f 1x x x       θαη  

               3 3g 2 1x x x      .   

              ( ε 1 )     Να απνδείμεηε όηη νη 
f g,C C  έρνπλ κόλν έλα θνηλό  

                             ζεκείν  

              ( ε 2 )      Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηηο f ,g  

              ( ε 3 )      Να απνδείμεηε 
f gf g        

              ( ε 4 )      Αλ ε επζεία y    ηέκλεη ηηο 
f

C ζηα f   

                             ηελ gC ζην   θαη  ζεκείν ηνπ άμνλα x x , ηόηε  

                             λα απνδείμεηε όηη  γηα ην εκβαδόλ   ηνπ ηξηγώλνπ  

                              ηζρύεη όηη    

    Θέκα 54                                                                              

               Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f  ,κε f    , f 1     ( 1 ). 

              Η εμίζσζε f 0x   έρεη κνλαδηθή ξίδα θαη γηα θάζε , yx   

              ηζρύεη όηη :  f y) f f y f f yx x x           ( 2 ) 

              ( ε 1 )      Να βξείηε ηηο ηηκέο f 1 f f     

              ( ε 2 )      Να απνδείμεηε όηη f f 1 f f 0x x x x         , x    

              ( ε 3 )      Να απνδείμεηε όηη ε f  αληηζηξέθεηαη  

              ( ε 4 )      Αλ f 1  ζην[0, ) , ηόηε  f 1  ζην  

    Θέκα 55                                                                              

   Α      Να βξείηε ηηο ζπλζήθεο πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ νη  

             θαη ην επξύηεξν ππνζύλνιν  D  ηνπ  

            ώζηε ε ζπλάξηεζε  g , κε 
2g x x x      λα είλαη  

            ζπλάξηεζε   ζην  D  

            Αλ    λα απνδείμεηε όηη ε g δελ είλαη ζην  

   Β      Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε 
2f x x x     ,                   

            θαη  ,  f 1  ζην [2, ) , κε f 1    θαη f 3    

            Να βξείηε ηα   
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    Θέκα 56                                                                              

               Γίλνληαη νη ζεηηθνί αξηζκνί    θαη  ε ζπλάξηεζε f  ,  κε ηύπν 

              f ln exx      θαη 
f

f ,ln     .  

              ( ε 1 )      Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ 
f

 ηεο ζπλάξηεζεο f  

              ( ε 2 )      Να απνδείμεηε όηη ε f  αληηζηξέθεηαη  

              ( ε 3 )      Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο ηεο f   

              ( ε 4 )      Αλ νη 
f f
,C C   έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν ,ηόηε λα δείμεηε    

                             όηη ε εμίζσζε 
1f fx x     έρεη άπεηξεο ιύζεηο ζ ην 

                             ζύλνιν 
f f

     

                   ( ε 5 )      Αλ νη 
f f
,C C   έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν θαη ην ζεκείν  

                             κε ηεηκεκέλε ln2  αλήθεη ζηε 
f

C , ελώ ην ζεκείν  

                             κε ηεηαγκέλε ln 2   αλήθεη ζηε 
f

C  , ηόηε λα  

                             βξείηε ην   

    Θέκα 57                                                                              

  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f  , κε 
lnf e xx    ,   θαη    

             ( ε 1 )      Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο f ζην 
e

   ,    

             ( ε 2 )      Να απνδείμεηε όηη 
f

f      

             ( ε 3 )      Να κειεηήζεηε ηελ f , σο πξνο ηε κνλνηνλία  

             ( ε 4 )      Να απνδείμεηε όηη ε f ,αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε  

                             ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο  
1f   

             ( ε 5 )      Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ   ώζηε  νη ζπλαξηήζεηο  f   

                            θαη  
1f     λα είλαη ίζεο   

 ( ε 6 )     Αλ 1  ,    θαη εεπζεία y 2x    έρεη κε ηε  

                 
f

C κόλν έλα θνηλό ζεκείν ,ηόηε  λα απνδείμεηε 0  

 ( ε 7 )     Αλ 1  ,    θαη ε επζεία y x    ,    

                 έρεη κε ηε 
f

C κόλν έλα θνηλό ζεκείν θαη ηέκλεη ηνπο  

                 άμνλεο ζηα  , ηόηε λα βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 

                O , O(0,0)  ε αξρή ησλ αμόλσλ  
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    Θέκα 58                                                                             

                        Έζησ  ζπλάξηεζε f :   θαη γηα θάζε x .ηζρύεη όηη:  

                       f f fx x x          ( 1  )                         

                            Α            Να απνδείμεηε όηη   
 

                            ( α1  )     Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζην  
                            ( α2  )    f 0    

                            ( α 3 )     Η ζπλάξηεζε f  είλαη πεξηηηή 
                            ( α4  )     f      

                            Β            Αλ επηπιένλ ε  ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε  

                                           ζην , ηόηε  

                            ( β1  )      Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

                                           ζην  

                            ( β2  )     Να βξείηε ηε ζέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 
f

C ηεο  

                                          ζπλάξηεζεο f  σο πξνο ηνλ άμνλα  x x θαη σο πξνο ηελ  

                                           επζεία y x   

     Θέκα 59                                                                              

          Να βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο f :  , έηζη ώζηε λα ηζρύεη   

         
2 2f y f C f y yx x x         , γηα θάζε , yx    ( 1 )  

         0 < C 2  

    Θέκα 60                                                                              

                    Οη ζπλαξηήζεηο f ,g  είλαη γλεζίσο αύμνπζεο ζην θαη νη 
f

,C Cg  

          δελ έρνπλ θνηλά ζεκεία  , επηπιένλ  γηα θάζε , yx   ηζρύεη όηη  

          f ( ) (y) f (y) ( ) 2 y 3 3y 4x g g x x x       ( 1  ) 

          Να απνδείμεηε όηη  

          (ε1)   Αλ (1) 0g  , ηόηε  f (2) 0 , ελώ αλ f (1) 0 , ηόηε  (2) 0g   

          (ε2)   Η ζπλάξηεζε f g  είλαη ζηαζεξή  

    Θέκα 61                                                                              

          Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f , :g  , νη 
f

,C Cg  έρνπλ δύν 

          ηνπιάρηζηνλ θνηλά ζεκεία  , επηπιένλ  γηα θάζε , yx   ηζρύεη όηη  

          f ( ) (y) f (y) ( ) 2 yx g g x x   ( 1 ) .Να βξείηε ηνπο ηύπνπο ησλ f ,g  
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    Θέκα 62                                                                              

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f , : f ( ) ( )g g    

                                                          γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη όηη :  

         f (f ( )) f ( ) Cx x    ( 1 ) , γηα θάζε x  θαη  

                                                          ( ( )) ( ) Cg g x g x x      ( 2 ), γηα θάζε x    

            Αλ f g  ηόηε λα βξείηε ην εκβαδόλ ( )  ηνπ ρσξίνπ                                                                   

            πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο  
f

,C Cg θαη ηελ επζεία 1x    

    Θέκα 63     

          Α  .    Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g:  , κε 
1

g 1x x     

                   Να απνδείμεηε όηη  

                   ( α 1 )     g 1     

                   ( α 2 )     g y g g y g g yx x x           , γηα θάζε , yx   

          Β       Γίλεηαη f :  ,  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ  

                   ●   Τπάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ ,  , κε  f f     

                   ●   f y f f y f f yx x x           , γηα θάζε , yx   (1 )  

                   ( ε 1 )     Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο f  ζην  
0

1x   

                   ( ε 2 )     Να απνδείμεηε όηη ε f  είλαη   

                    Αλ επηπιένλ  ηζρύεη : f 0x x      θαη 
1

lim f 0
x

x


    

                    ηόηε λα απνδείμεηε όηη     

                   ( ε 3 )     f ]   ζην    

                   ( ε 4 )     f ζπλερήο ζην    

                   ( ε 5 )     f 1,      

 

     Θέκα 64     

          Η ζπλάξηεζε f :   είλαη ζπλερήο ζην 0  θαη γηα θάζε  

         , yx   ηζρύεη 
2f ( y) f ( )f (y)x x .( 1 ) 

          Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή ζην  
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     Θέκα 65     

          Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f , :g   , f 1  ζην θαη  

          g]  ζην , νη 
f

,C Cg  ηέκλνληαη ζην ζεκείν ( )  θαη  

          f ( ) (y) 2 y 2y 4x g x x    ( 1 ) , γηα θάζε , yx    

          ( ε 1 )     Να απνδείμεηε όηη  f ( 2) (2) 0g    

          ( ε 2 )     Να απνδείμεηε όηη  0    

          Αλ επηπιένλ ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ   πνπ ζρεκαηίδνπλ  

          νη 
f

,C Cg  κε ηνλ άμνλα x x είλαη 4 , ηόηε  

         ( ε 3 )     Να βξείηε ηνπο ηύπνπο ησλ f ,g   

 

    Θέκα 66     

          Έζησ ε ζπλάξηεζε f , κε
34 3 2 2 23f ( ) ( )x x x x x x x x       

          (ε 1)       Να ππνινγίζεηε ην  lim f ( )
x

x


 

          (ε 2)       Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο 
f

C , κε ηνλ άμνλα x x  

          (ε 3)       Να βξείηε ην πξόζεκν ηεο f  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο  

                        ηνπ 
f

x   

          Καη  ζηε  ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη  

          (ε 4)       Τπάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ επζείεο ( ),( )   πνπ εθάπηνληαη  

                        ζηηο 
f

C , 
f

C / αληίζηνηρα θαη είλαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο  

          (ε 5)       Τπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ (1, )  , ώζηε f ( ) 0 /
 

          (ε 6)       Η f έρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ηνπηθό κέγηζην  

          (ε 7)       Η f είλαη  1  ζην  [1, )
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     Θέκα 67     

 Η ζπλάξηεζε  είλαη ζπλερήο ζην [0,1]   κε ζπλερή παξάγσγν  

          ζην (0,1) , (0) 1 
 
θαη ( ) 0x /

, γηα θάζε (0,1)x  

          Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην [0,1]   θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα  

          x x ην πνιύ ζε δύν ζεκεία θαη επηπιένλ ηζρύεη όηη 

          
3 2f (1 ) [ ( ) 1]f ( )x x x x     , γηα θάζε [0,1]x   ( 1 ) 

         ( ε1 )  Να ιπζεί ζην [0,1]  ε εμίζσζε f ( ) 0x   

         ( ε2 )  Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0,1)
 

         ( ε3 )  Να απνδείμεηε όηη ε f γηα 1 2x  / έρεη αθξόηαην  

         ( ε4 )  Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε   σο πξνο ηε κνλνηνλία  

     Θέκα 68                                                                             1 – 9 – 2019 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f  δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην ηεο  

          νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δηέξρεηαη από ηα ζεκεία  

          (1,3), (4,7), (3,4)    . Να απνδείμεηε όηη  

          ( ε 1 )     Τπάξρεη επζεία ( ) ε νπνία εθάπηεηαη ζηε 
f

C  θαη είλαη  

                        παξάιιειε ζηελ επζεία  , (0,0)  

          ( ε 2 )     Αλ νη ,   ηέκλνληαη ζε ζεκείν  ηεο 
f

C , ηόηε  

                         ε εθαπηνκέλε ( ) ζηε 
f

C /
ζην   είλαη παξάιιειε  

                        ζηνλ άμνλα x x   

    Θέκα 69                                                                            12 – 9 – 2019 

Γίλεηαη ε γλεζίσο κνλόηνλε  ζπλάξηεζε  f :   

               ζπλερήο ζην 
0

0x   , 
0

f ( ) 1
lim
x

x
x


  , 

2f (2) f (1) ( 1 ) 

    , κε     θαη γηα θάζε , yx   ηζρύεη όηη 

f ( y) f ( )f ( y) yx x x      ( 2 ) , ηόηε 

                                                ( ε 1 )     Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ( ) , ε νπνία 

                                                               εθάπηεηαη  ζηε 
f

C  , ζην 
0

1x   

                                               ( ε 2 )      Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  

                                               ( ε 3 )      Να απνδείμεηε όηη 1 f ( )x x  , γηα θάζε x  
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          Θέκα     70                                                                       12 – 9 – 2019 

                     Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f ,g κε 3f ( ) 2x x   θαη   

                    
2( ) 5 5 1g x x x    

                 (ε1)        Να βξείηε ηα 
f

  , g  

                 (ε2)        Να βξείηε ηα 
f

f ( ) , ( )gg   

                 (ε3)        Να απνδείμεηε όηη νη 
f

,C Cg έρνπλ κόλν έλα θνηλό ζεκείν 

          (ε4)       Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ 
f

 θαη g  , με  ώστε  

                            f ( ) ( )g   θαη ,f ( ), ( )g     

    Θέκα      71     

          Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f , : (0, )g    ,γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ  

          ●   Η ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην    

●   Σν ζεκείν  έρεη ζεηηθέο αθέξαηεο ζπληεηαγκέλεο θαη 

     είλαη θνηλό ζεκείν ησλ  
f

,C Cg  

●   
2

2
C1

f ( )
(y) y

x
g x     ( 1 ) ,γηα θάζε , yx  θαη C  

                   ( ε 1 )     Να απνδείμεηε όηη ε g
 
είλαη ζπλερήο ζην   

                   ( ε 2 )     Να κειεηήζεηε ηηο f ,g σο πξνο ηε κνλνηνλία 

                   ( ε 3 )     Να ππνινγίζεηε (αλ ππάξρνπλ) ηα όξηα ησλ f ,g ζην    

                    Αλ επηπιένλ 
2 2(1)f (1) 1 2f (1)g   , ηόηε  

                   ( ε 4 )     Να βξείηε ηνπο ηύπνπο ησλ f ,g  θαη ζηε ζπλέρεηα  

                   ( ε 5 )     Να ππνινγίζεηε  ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ   πνπ  

                                 πεξηθιείεηαη  από ηηο 
f

,C Cg θαη ηελ επζεία 2x   
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         Θέκα      72                                                                         2020 – 4 – 6           

          Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε
 
f , δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην    

          γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

●       f (0)   

●       f ( ) f ( ) f ( )x x x  // /
,γηα θάζε x  

●       f ( )x   , γηα θάζε x   

 ( ε 1 )    Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο f / /  ζην 
0

0x   

( ε  2 )    Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

         Θέκα      73                                                                         2020 – 4 – 7           

          Έζησ ε γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε
 
f , παξαγσγίζηκε ζην    

          γηα ηελ νπνία ηζρύεη f ( )f (2 )x x /
(1) ,γηα θάζε x  

           ,  ηα ζύλνια ηηκώλ  

          ησλ f ,f / αληίζηνηρα κε  

( ε 1 )     Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ θπξηόηεηα  

( ε  2 )    Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ   

              ώζηε f ( ) 1 f ( )   /  

( ε  3 )    Αλ 
1f (0) e θαη f (1) 1 , ηόηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

                        Θέκα     74                              .                                        2020 – 4 – 10           

          Α           Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g , κε ( ) lng x x x   

( ε 1 )    Έζησ  ,  ηα ζύλνια ηηκώλ ησλ g , g
/

, ηόηε   

( ε 2 )     Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ( ) ( )g x g x /
 έρεη αθξηβώο κηα  

              ξίδα 

( ε 3 )     Να απνδείμεηε όηη 
22 ( ) ( ) 2 ( ( )) 1xg x g x x g x // /

 

              
(1, )x   

Β            Έζησ ζπλάξηεζε f ,κε πεδίν νξηζκνύ [1, )  , f  

              ζπλερήο  ζην   θαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην (1, )  

              f (1) 0 , ef (e) 1/
,λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  αλ γηα  

              θάζε x  ηζρύεη  
22 f ( )f ( ) 2 (f ( )) 1x x x x x // /
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                                          Θέκα      75 .                                                                    2020 – 4 – 11           

          Α           Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g , κε ( ) lng x x x  (e 2,7)  

( ε 1 )     Να κειεηήζεηε ηελ g , σο πξνο ηε κνλνηνλία 

( ε 2 )     Να ππνινγίζεηε ην ζύλνιν ηκώλ ηεο g /  

( ε 3 )     Να βξείηε ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο 
 

( ε 4 )     Να απνδείμεηε όηη ( ) ( ) 2 ( ) ( ) lng x g x xg x g x x / //
, 1x    

Β            Γίλεηαη f : (0, )   δύν θνξέο παξαγσγίζηκε  

              f (1) 0 , f (1) 1 0 f (1)  /
θαη γηα θάζε x  ηζρύεη όηη 

              1f ( ) 2 f ( )x x x
x

 / //
, ηόηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

                                          Θέκα     76 .                                                                      2020 – 4 – 12           

                    Γίλνληαη ν αξλεηηθόο αξηζκόο C θαη ε ζπλάξηεζε f , δύν θνξέο  

                    παξαγσγίζηκε ζην  (0, )  , f (1) 1 θαη γηα θάζε  x  

                    ηζρύνπλ f ( ) 0x //
 θαη 

2f ( )f ( ) Cx x /
,αλ θάζε εθαπηνκέλε  

                    ζηε 
f

C ζρεκαηίδεη κε ηνπο άμνλεο ηξίγσλν κε εκβαδόλ 2  

                    ηόηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f   
 

                                          Θέκα      77 .                                                                     2020 – 4 – 13           

                   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ζπλερή δεύηεξε παξαγσγίζηκε ζην 

                    1[ , )  ,  f (1) f (e) e f (e) 2 0   /
,  ην εκβαδόλ  

                   ηνπ ηξηγώλνπ πνπ ζρεκαηίδεη ε εθαπηνκέλε  ( )  ζηε 
f

C   ζε  

                   θάζε ζεκείν ( f ( ))   ηεο
f

C  κε ηνπο άμνλεο , y yx x   θαη  

                   γηα θάζε (1, )x  ηζρύεη  f ( )f ( )f ( ) 0x x x / //
 ( 1 ) , ηόηε 

                  (ε 1)  Να βξείηε ην πξόζεκν ηεο f  

                   (ε 2)  Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία  

                    (ε 3)  Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f   

                   Αλ επηπιένλ ηζρύεη όηη 
22f ( ) /

 
, ηόηε  

                   (ε 4)  Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f   

                   (ε 5)  Να απνδείμεηε όηη ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηαγκέλεο  

                             θάζε ζεκείνπ  ηεο 
f

C
//

κεηώλεηαη   
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                                          Θέκα      78 .                                                                     2020 – 4 – 14           

                   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην θαη γηα θάζε x  

                   ηζρύεη 
2 2f ( )f ( ) f ( ) f ( ) 2x x x x  / /

 

                  (ε 1)  Να απνδείμεηε όηη 1 f ( ) 2x /
, γηα θάζε x θαη ζηε  

                            ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη ε f  είλαη "1 1"  

                  (ε 2)   Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη  , ώζηε f ( ) 2 /
 

                  (ε 3)   Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην  

                            θαη λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f / /  ζπλαξηήζεη ηνπ f ( )x  

                  (ε 4)  Να βξείηε ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο f ( )x /
 

                            γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   

                                          Θέκα      79 .                                                                     2020 – 4 – 15           

                   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f , κε 
( 1)

f ( )
ln

x x
x

x


  

                  (ε 1)        Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνπ ηεο   θαη ην 
0

lim f ( )
x

x


  

                  (ε 2)        Να κειεηήζεηε ηελ f , σο πξνο ηε κνλνηνλία  

                  (ε 3)        Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο  f  

                  (ε 4)       Έζησ g , κε
,

0 ,

(f ( ) )ln
( )

1

x

x

x x x
xg x












 . Να βξείηε  

                                 ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζηε Cg ζην 
0

1x   

                                          Θέκα     80 .                                                                      2020 – 4 – 16           

Γίλεηαη f κε πεδίν νξηζκνύ ην  θαη γηα θάζε x ηζρύεη  

2f ( ) f ( )x x x      ( 1 ) .Να απνδείμεηε όηη 

         ( ε1 )      Η f είλαη ζπλερήο  ζην 
0

0x 
 
    ( ε2 )      

1

2

f ( )
lim
x

x

x
  

         ( ε3 )      Η f είλαη πεξηηηή 

         ( ε4 )      Η  f  είλαη ζπλερήο ζην ,
2 2

[ ]
 

   

         ( ε5 )       Τπάξρνπλ   ώζηε 2f ( ) 2f ( ) 1      

         ( ε6 )       lim 0
f ( )x

x x

x
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ΘΔΜΑ       81          

Γίλεηαη  ε ζπλάξηεζε f :   , γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

f f y f y 2x x         ( 1 ) , γηα θάζε yx   

Να απνδείμεηε όηη 

( α )   Η ζπλάξηεζε f  είλαη   

( β )   f 2   

          ( γ )   Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

( δ )   Σν ζύλνιν ηηκώλ ηεο  ζπλάξηεζεο f , είλαη f             
      

 

         ( ε )    Η ζπλάξηεζε f  είλαη πεξηηηή 

        ΘΔΜΑ     82     

         Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο gf
,C C ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g :    

         είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία y  ,  , αθόκα  

         δίλεηαη όηη: Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην  θαη ην  

          ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην  

         Να απνδείμεηε όηη 

                        ( α )  Η ζπλάξηεζε g  είλαη   

                        ( β )  Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο gf
,C C ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g    

                                  έρνπλ αθξηβώο έλα θνηλό ζεκείν                        ( γ )  Σν ζύλνιν 

ηηκώλ g   ηεο ζπλάξηεζεο g  είλαη ην  

        ΘΔΜΑ     83     

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο gf
,C C

 
ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g :   

είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία x  ,   ,αθόκα 

δίλεηαηόηη: Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην  θαη ην 

ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην 
 
Να απνδείμεηε όηη 

( α )   Η ζπλάξηεζε g  είλαη   

    ( β )    Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο gf
,C C θαη ε επζεία y x   

              έρνπλ κόλν έλα θνηλό ζεκείν   

    ( γ )   Σν ζύλνιν ηηκώλ g   ηεο ζπλάξηεζεο g  είλαη g    
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        ΘΔΜΑ     84     

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο gf
,C C

 
ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g :   

είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία y  ,   , ε επζεία 

f
x    είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο  γξαθηθήο παξάζηαζεο 

f
C ηεο ζπλάξηεζεο f  θαη ε επζεία g x    είλαη άμνλαο 

ζπκκεηξίαο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο gC ηεο ζπλάξηεζεο g , 

επηπιένλ δίλνληαη ηα ζεκεία   θαη   ηεο  
f

C , ηεο f  

κε  x x    θαη  7  . Να απνδείμεηε όηη 

( α )    Οη ζπλαξηήζεηο f,g  δελ είλαη   

( β )   g f g f 2       

( γ )   2 20   

( δ )   Σα ζεκεία   θαη   αλήθνπλ ζηε gC ηεο  g  

( ε )    Η ρνξδή   ,ηεο gC ηεο g
 
είλαη  παξάιιειε  ζηνλ x x   

          θαη   , όπνπ νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ,   

           είλαη 10x   θαη 17x   

                                          85 .                                          2020 – 4 – 17       

Γίλεηαη f κε πεδίν νξηζκνύ ην  θαη γηα θάζε x ηζρύεη  

2f ( ) f ( )x x x      ( 1 ) .θαη ηα ζεκεία ( 1)  θαη 

           ( 1)  , 2  .  

         ( ε1 )       Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  

         ( ε2 )      Να κειεηήζεηε ηελ f  σο πξνο ηε κνλνηνλία  

          Αλ επηπιένλ ε  f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  , ηόηε 

         ( ε3 )      Να απνδείμεηε όηη ε 
f

C  θαη ε επζεία έρνπλ αθξηβώο                             

                        έλα  θνηλό ζεκείν  

         ( ε4 )       Να απνδείμεηε  όηη ππάξρεη  ώζηε 2f ( ) 1 /
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         86      ΘΔΜΑ          

         Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f :[1,+ ) ( ,1]   ,g: [1,+ )     

         γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη όηη : 3 2f f g f g f xx x x x x x
             ,  

         γηα θάζε [1,+ )x   .  Να απνδείμεηε όηη    

         ( α )   Η ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή  

         ( β )   Η ζπλάξηεζε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα 

         ( γ )    Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο gf
,C C

 
ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g   

                  Έρνπλ αθξηβώο έλα θνηλό ζεκείν. 

         ( δ )   Η γξαθηθή παξάζηαζε gC  ηεο ζπλάξηεζεο  g , είλαη θάησ  

                  από ηε  γξαθηθή παξάζηαζε 
f

C ηεο ζπλάξηεζεο  f  , γηα θάζε  

                   (1, )x   

         ( ε )    Σν ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο g  είλαη g 1]     

87     ΘΔΜΑ        

          Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f :   , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ f     

θαη
 
f y f f y yx x x         ( 1  ) ,  γηα θάζε yx,    

          Α           Να απνδείμεηε όηη   

          ( α1 )     f     

         ( α2 )      Η ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη    

         ( α3 )      f 1    

          Β            Αλ επηπιένλ ε επζεία 1x  είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο  

                        
f

C ηεο  ζπλάξηεζεο f  , ηόηε λα απνδείμεηε όηη  

         ( β1 )       Η ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην   [1, )  

         ( β2 )      Σν ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη f [ 1, )      

 

 



 

           ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ  
    ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                   34                               Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ 

         ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ                                              Κσλζηαληίλνπ . Κ . Υ 
     ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                  34                       Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ           

 

          88     ΘΔΜΑ         

          Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : [1,+ )    γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ: 

          Η γξαθηθή παξάζηαζε 
f

C ηεο ζπλάξηεζεο  f  θαη ε επζεία   

         y x   δελ έρνπλ θνηλά  ζεκεία θαη  

         f y yf f y f f y 2 yx x x x x            (1 ) γηα θάζε yx,   

          Α           Να απνδείμεηε όηη   

          ( α1 )     f     

         ( α2 )       Η γξαθηθή παξάζηαζε 
f

C ηεο ζπλάξηεζεο  f  είλαη  

                       πάλσ από ηελ επζεία y x  ,γηα θάζε [1,+ )x   

          Β            Αλ επηπιένλ ηζρύνπλ  

                        ●        Η ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην  

                        ●        f 3f 1      

                        ●       f f 4    ,    , ηόηε λα  

                                  βξείηε  

          ( β1 )      Σε κνλνηνλία ηεο  ζπλάξηεζεο  

          ( β2 )      Σα  
 

89     ΘΔΜΑ          

          Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f :   γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ:  

          ●       f   
 

          ●      f x     , γηα θάζε (1, )x              

          ●      f y f f y 3 y yx x x x           ( 1  ) ,γηα θάζε , yx             

                             ( α )   Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  δελ είλαη ζην  

                             ( β )   Να βξείηε ην f    

                             ( γ )   Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε  

                                       θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα , 1]   θαη  [1, )  

                             ( δ )   Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  δελ είλαη γλεζίσο   

                                      κνλόηνλε ζην 1,1   

                             ( ε )   Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  , δελ έρεη νύηε κέγηζηε ηηκή 

                     νύηε ειάρηζηε ηηκή 
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90      ΘΔΜΑ          

                                           Έζησ  ζπλάξηεζε f :   θαη γηα θάζε x .ηζρύεη όηη:  

                                           f f fx x x          ( 1  )                         

                            Α    Να απνδείμεηε όηη   
 

                            ( α1  )     Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζην  

                            ( α2  )    f 0    

                            ( α 3 )     Η ζπλάξηεζε f  είλαη πεξηηηή 

                            ( α4  )     Σν ζύλνιν ηηκώλ f  ηεο  ζπλάξηεζεο f  είλαη  ην    

                            Β            Αλ επηπιένλ ε  ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε  

                                          ζην , ηόηε  

                            ( β1  )      Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο  

                                           αύμνπζα ζην  

                            ( β2  )    Να βξείηε ηε ζέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 
f

C ηεο  

                                          ζπλάξηεζεο f  σο πξνο ηνλ x x θαη ηελ επζεία y x   

 

91     ΘΔΜΑ             

             Γίλεηαη  ε ζπλάξηεζε f :  , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

     ●   f y) f f y)x x     
 
( 1 ) , γηα θάζε yx   

     ●   Η εμίζσζε f( ) 0x   , έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην        

     ●   f 0x    ( 2 ), γηα θάζε (0, )x  . Να απνδείμεηε όηη  

     ( α )   f 0) 0   θαη όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη πεξηηηή ζην 
 

     ( β )   Η ζπλάξηεζε f  είλαη   ζην  

     ( γ )    
1 1 1f ( y) f ( ) f (y)x x      , γηα θάζε y f )x    

     ( δ )   Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

     ( ε )   Γελ ππάξρεη επζεία ( ) y y   , ε νπνία λα είλαη άμνλαο  

              ζπκκεηξίαο ηεο   γξαθηθήο παξάζηαζεο 
f

C ηεο ζπλάξηεζεο f     
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          92      ΘΔΜΑ   

     Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f,g κε πεδίν νξηζκνύ  θαη ζύλνιν ηηκώλ ην     

     Η ζπλάξηεζε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην θαη ε ζπλάξηεζε 

    f είλαη   γλεζίσο  κνλόηνλε ζην θαη γηα θάζε x  ηζρύεη όηη: 

    (f g )( ) f ( )x x x 
  
( 1 )  

                        ( α )        Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεοg ,όηαλ x                           

                        ( β )        Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f g σο πξνο ηε κνλνηνλία                       

                        ( γ )        Να απνδείμεηε όηη: Η f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην                                           

                        ( δ )        Να απνδείμεηε όηη: f (1) (f g )( ) f (0)x   

                                       γηα θάζε [0,1]x                                   

                         ( ε )        Να βξείηε ηε ζέζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο gC ηεο  

                                       ζπλάξηεζεο g
 
σο πξνο ηελ επζεία y x                                                                      

         93      ΘΔΜΑ   

                       Γίλεηαη  ε  ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην  θαη      

                       κε    ( 1 ) ,ώζηε 6f ( ) f ( f ( f (x      ( 2 ) , γηα  

                      θάζε x  , αθόκα δίλεηαη όηη ε  ζπλάξηεζε f  , έρεη ην πνιύ ηξείο  

                      ζέζεηο  κεγίζηνπ.   

                      Α            Να απνδείμεηε όηη 

                             ( α1 )      Η ζπλάξηεζε  f , δελ είλαη   

                             ( α2)      f ( ) f (x   , γηα θάζε x  

                            Β             Αλ επηπιένλ ηζρύεη όηη: f ( ) f ( ) f ( ) f (        

                             ( β1 )      Να  απνδείμεηε όηη: 6   θαη λα  ιπζεί ε αλίζσζε 

                             ( β2 )      (f ) f (1))(f ) f (2))(f ) f (3)) 0x x x        

                             ( β3 )       Αλ  f (1) f (2) f (3)    , f  (1)f (2)f (3)  

                            f (1)f (2) f (2)f (3) f (3)f (1)  
,
 λα ιπζεί ε εμίζσζε 

                                    
3 2f ( ) f ( ) f ) 0x x x         
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         94      ΘΔΜΑ   

Γίλνληαη ε επζεία 2x  θαη νη ζπλαξηήζεηο f,g :   , 

κε γξαθηθέο παξαζηάζεηο gf
,C C αληίζηνηρα , γ ηα ηηο νπνίεο  

ηζρύνπλ:  

     ●  f 2    ●  f  γλεζίσο κνλόηνλε θαη πεξηηηή ζην   

     ●   Η επζεία είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο gC     

     ●   Η ζπλάξηεζε g ,είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  [2, )    

     ●  g y g g y 2f f y 4x x x              (1 ) , γηα θάζε yx   

     ( α  )      Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο  ζπλάξηεζεο f , όηαλ 0x   θαη λα  

              κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε  f σο πξνο ηελ κνλνηνλία   

     ( β  )       Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο  ζπλάξηεζεο  g , όηαλ 4x   θαη  

                   όηαλ 2x   

     ( γ  )       Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  

                   ζην ( ,2]                

     ( δ  )       Να απνδείμεηε όηη : Σα ζεκεία ,   , κε ηεηκεκέλεο  

                  1x   θαη  4x  είλαη θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθώλ   

                   παξαζηάζεσλ gf
,C C ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g  αληίζηνηρα 

     ( ε  )       Να απνδείμεηε όηη : Οη  γξαθηθέο  παξαζηάζεηο gf
,C C   

                   ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g αληίζηνηρα έρνπλ κόλν δύν θνηλά  

                   ζεκεία  
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         95      ΘΔΜΑ       

         Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f,g :  , κε γξαθηθέο παξαζηάζεηο         

         gf
,C C

 
αληίζηνηρα, γηα ηηο νπνίεο  ηζρύνπλ:  

                   ●  f  γλεζίσο κνλόηνλε ζην  θαη g γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ,1]    

                   ●  Η επζεία 1x 
 
είλαη άμνλαο ζπκκεηξίαο ηεο gC     

                   ●   Σν ζεκείν 
 
είλαη θέληξν ζπκκεηξίαο ηεο  ζπλάξηεζεο f    

                   ● g y g g y 2f f y 2f 2f yx x x x                (1 )  

                        γηα θάζε yx   

     ( α  )       Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ  ζπλαξηήζεσλ f,g , όηαλ 0x    

     ( β  )       Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε  f     

     ( γ  )       Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

                   ζην [1, )                

     ( δ  )        Να απνδείμεηε όηη : g f 1   
 

     ( ε  )       Να απνδείμεηε όηη : Σα ζεκεία ,   , κε ηεηκεκέλεο 0x    

                   θαη 3x   είλαη θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθώλ  παξαζηάζεσλ  

                  gf
,C C  ησλ ζπλαξηήζεσλ f,g  αληίζηνηρα 

                                             96     ΘΔΜΑ 

     Γίλεηαη  ε ζπλάξηεζε f :  , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

    ●   f ( y) f ( ) f (y)x x   
 
( 1 ) , γηα θάζε yx 

 
    ●   2f (0) f ( )   

  
( 2 ) 

    ●   Η εμίζσζε f ) 0x   , έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην    ( 3 )    

    ●   f ) 0x   ( 4 ) , γηα θάζε ( 2, )x   .  

    Να απνδείμεηε όηη  

    ( α )   f )  
 

    ( β )   f ) f )x x     , γηα θάζε x
 

    ( γ )    Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζην  

    ( δ )   
1 1 1f ( y) f ( ) f (y) 2x x       , γηα θάζε yx   

                        Αλ επηπιένλ ηζρύεη όηη f ) 0x   (4 ) , γηα θάζε ( 2, )x    ,  

                        ηόηε λα απνδείμεηε όηη 
    ( ε )    Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα  ζην  
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97     ΘΔΜΑ   

     Γίλεηαη  ε κε ζηαζεξή ζπλάξηεζε f *:  , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

    ●   f y) f )f y)x x   
  
( 1 ) , γηα θάζε 

*yx 
 

    ●   Η εμίζσζε f( ) 1x   , έρεη κόλν κηα ξίδα ζεηηθή  ( 2 )    

    ●   f( ) 1x     ( 3 ) , γηα θάζε (1, )x  .  

    Να απνδείμεηε όηη  

    ( α )   f   
 

    ( β )   f( ) 0x  , γηα θάζε (0, )x 
 

    ( γ )    Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f  σο πξνο ηε κνλνηνλία  

    ( δ )    Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f  είλαη   

    ( ε )   
1 1 1f ( y) f ( )f (y)x x    , γηα θάζε 

*yx   

         98     ΘΔΜΑ   

     Γίλεηαη  ε  ζπλάξηεζε f : (0, )  , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

    ●   Τπάξρνπλ  δύν ηνπιάρηζηνλ 
 
, κε f f    ( 1 )  

    ●   f y) f )f y) f ) f y) 2x+ x x        
 
( 2 ) , γηα θάζε yx 

 

    ●   Η εμίζσζε f 2x    , έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην                ( 3 )    

    Α   Να απνδείμεηε όηη  

         ( α1 )     f      

         ( α2 )      Η επζεία y 1  δελ ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε  
f

C   

                        ηεο ζπλάξηεζεο f . 

         ( α3 )     f f f fx x x x         , γηα θάζε x
 

         ( α4 )     Η ζπλάξηεζε f  είλαη   

    Β   Αλ  επηπιένλ ηζρύεη όηη :  f 2x   , γηα θάζε x   

         Να απνδείμεηε όηη: Η ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

 



 

           ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ  
    ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                   40                               Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ 

         ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ                                              Κσλζηαληίλνπ . Κ . Υ 
     ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                  40                       Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ           

 
99     ΘΔΜΑ   

Γίλεηαη  ε  ζπλάξηεζε f *:  , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

●  
y

yf )f y) f y) xx x x     
 
( 1 ) , γηα θάζε 

*yx 
  

●  Η εμίζσζε f ) 2x   , έρεη κόλν κηα ζεηηθή ξίδα   ( 2 ) 

    Να απνδείμεηε όηη 

( α )  f   
 

( β )   Να απνδείμεηε όηη : 
1

f x x
x

   
 

( γ )   Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε κνλνηνλία ζηα  

         δηαζηήκαηα
1

( , 1]    ,
2

[ 1,0)   ,
3

(0,1]   

         
4

[1, )    

( δ )   Αλ   θαη f ( f (    , λα απνδείμεηε όηη  

          

( ε )   Αλ  0
y    θαη 

2
0 0 0

4y yx      ,  λα απνδείμεηε όηη :  

        
0 0

f ) yx   

          Αλ  0
y    θαη 

2
0 00

4y yx    , λα απνδείμεηε όηη : 

        
0 0

f ) yx   

         100    ΘΔΜΑ      

         Γίλεηαη  ε  ζπλάξηεζε f *:  , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ 

    ●  f y) f )f y)x x    
  
( 1 ) , γηα θάζε yx 

 
    ●   Η εμίζσζε f ) 1x   , έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην   ( 2 )    

    Να απνδείμεηε όηη  

    ( α )   f )x    , γηα θάζε x
 

    ( β )   f ) 1 
 

    ( γ )   f )f )x x       

    ( δ )   Η ζπλάξηεζε  f  είλαη     θαη  ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε  

              όηη 
1 1 1f ( y) f ( ) f (y)x x   

 

    
( ε )    Αλ  f ) 1x   , γηα θάζε (0, )x  ,ηόηε ε ζπλάξηεζε f  είλαη  

              γλεζίσο αύμνπζα  ζην  
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         101    ΘΔΜΑ       

        Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f , g  : (0,+ )   ,γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ 

        ●        g  ζπλερήο ζην                 

        ●      f ) 0x   , γηα θάζε x  

        ●       g(1) 2 f 2)           

        ●        Γηα θάζε   , κε   ,ηζρύεη  

                  ( ( ( ( ( ( 0g g g g      

         ●       
3f ( ) f ) g( )x x x    ( 1 ) , γηα θάζε x  

    Να απνδείμεηε όηη  

    ( α )   Η ζπλάξηεζε g  είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην   

    ( β )   Η ζπλάξηεζε f  είλαη ζπλερήο  ζην   

    ( γ )   Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην   

    ( δ )   g( ) 0x   , γηα θάζε x   

    ( ε )    Ιζρύεη  ε ηζνδπλακία lim g( ) lim f )
x x

x x
 

     

102    ΘΔΜΑ         

          Γίλεηαη ε γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε f : [1, )   , γηα ηελ νπνία    

          ηζρύνπλ 

   ●       f y f f y f f yx x x              (  1  )    

             γηα θάζε yx             

    ●      f ) 2   θαη  
0
f 2lim

x
x


    

    ●       

0
0

f flim
x x

x x
     , γηα θάζε  0

0x           

    Να απνδείμεηε όηη  

   ( α )   f ) 2 
                    

   ( β )   f x  , γηα θάζε x      

   ( γ )   
0
f 2lim

x
x


    

   ( δ )    Η ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην    

   ( ε )    Σν ζύλνιν ηηκώλ  f  ηεο f  είλαη f       
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103 ΘΔΜΑ  

    Γίλεηαη ε ζπλερήο  ζπλάξηεζε f :   , γηα ηελ νπνία  ηζρύεη 

   
2 2f 6 fx x x x        ( 1 ) , γηα θάζε x             

    Να απνδείμεηε όηη  

    ( α )  Η ζπλάξηεζε f  δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην    

    ( β )  f x    , γηα θάζε x      

    ( γ )  Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην ,1]  

    ( δ )  Η ζπλάξηεζε f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην [5, )  

    ( ε )  Σν ζύλνιν ηηκώλ f  είλαη f [ 1,0)     

104    ΘΔΜΑ  

    Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f :   , κε ζπλερή δεύηεξε παξάγσγν 

    ζην , f f    /
, f 0 f   /

 θαη γηα θάζε x  

    ηζρύνπλ f x   //
 θαη f f f fx x       / /  

    ( ε1 ) Να ιπζεί ε εμίζσζε f x   /
 

    ( ε2 ) Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία  

    ( ε3 ) Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f / αληηζηξέθεηαη   

    ( ε4 )   Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη  ην lim
f ( )x

x

x


  

105    ΘΔΜΑ  

    ( α )  Γίλεηαη ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε f , κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο  

             βαζκνύ v , f 0  θαη γηα θάζε x  ηζρύεη  f x   //
. 

             Να απνδείμεηε όηη v άξηηνο 

    ( β )   Αλ f άξηηα, ηόηε ε f  γηα 0x  έρεη κέγηζην ή ειάρηζην   

    ( γ )   Αλ f άξηηα θαη  επηπιένλ  5v  θαη γηα θάζε x ηζρύεη όηη 

             
f (f ) 2f fx x     / /

 ,ηόηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  
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         106   ΘΔΜΑ    

 Γίλεηαη ε πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε f v βαζκνύ
 
, f f 1     ( 1 ),

  

 θαη γηα θάζε x  ηζρύεη f f f f fx x x x x          / //
( 2 ) 

    ( ε1 )      Να βξείηε ην f  θαη λα απνδείμεηε όηη ε f δελ είλαη ζηαζεξή 

    ( ε2 )      Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f 0x  /
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ  

                   ξίδα   

    ( ε3 )      Να βξείηε ηνλ βαζκό ηνπ πνιπσλύκνπ  

     ( ε4 )     Να απνδείμεηε όηη       

     ( ε5 )      Να απνδείμεηε όηη  ν ζπληειεζηήο ηνπ 
vx 

, είλαη   ή 4  

     ( ε6 )     Αλ επηπιένλ ε επζεία ( ) : y = 2xεθάπηεηαη ζηε γξαθηθή  

                   παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν ηεο κε ηεηκεκέλε                       

                   
0
x   ,ηόηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f  

         107   ΘΔΜΑ    

 Γίλεηαη ε γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε f :  , γηα ηελ νπνία  

 ηζρύεη όηη f f fx x x       ( 1 ) , γηα θάζε x            

    ( α )   Να ιπζεί ε  εμίζσζε f 0x     

    ( β )   Να απνδείμεηε όηη ε f f  είλαη  γλεζίσο αύμνπζα ζην      

    ( γ )   Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην  

    ( δ )   Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f   

    ( ε )    Να ππνινγίζεηε( αλ ππάξρεη )  ην  
f f f

f
lim
x

x

x x

   

 
  

                     Πξόηαζε                      

                 ●  Όηαλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα  

                      ,ηόηε ε ζπλάξηεζε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην f( )   

                 ●  Όηαλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζ’ έλα δηάζηεκα  

                      ,ηόηε ε ζπλάξηεζε f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην f( )   
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         108   ΘΔΜΑ    

     Γίλεηαη ε  γλεζίσο κνλόηνλε ζπλάξηεζε f : [0,+ )     

    γηα ηελ νπνία  ηζρύεη όηη:
2 f f fx x x       ( 1 ) , γηα θάζε x           

   ( α )   Να βξείηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο  f  

   ( β )   Να απνδείμεηε   
0

f 0lim
x

x

  

 

θαη ην flim
x

x


     

   ( γ )   Να βξείηε  ην 
0

f
lim
x

x

x x

 


   ( δ )   Να βξείηε  ην 

f
lim
x

x

x

 

| |
 

   ( ε )    Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην      

109    ΘΔΜΑ    

          Γίλεηαη ε κε  ζπλάξηεζε f κε ζπλερή παξάγσγν ζην [1,3]   

         f (1) f (2) , 0 f ( )  , f (1) f (3) θαη έρεη κόλν κηα ζέζε  

          ειαρίζηνπ θαη γηα θάζε x  ηζρύεη  
/ 24f ( )+4 (f ( ))x x  

                ( ε 1 )     Να απνδείμεηε όηη ε f δελ είλαη ζηαζεξή  

                ( ε 2 )     Να απνδείμεηε όηη ε f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζε εζσηεξηθό  

                               ζεκείν  ηνπ   

                ( ε 3 )     Να απνδείμεηε όηη ε f δελ παξνπζηάδεη  κέγηζην ζε  

                              εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ   

                ( ε 4 )     Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη λα βξείηε ην 

                               ζύλνιν ηηκώλ ηεο  

                ( ε 5 )     Αλ επηπιένλ ε f είλαη δύν θνξέο , ηόηε λα βξείηε ηνλ  

                               ηύπν ηεο f  

110    ΘΔΜΑ      

     Γίλεηαη ε  γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε f :   , γηα ηελ νπνία  

     ηζρύεη όηη: f f f exx x       ( 1 ) , γηα θάζε x            

    ( α )   Να βξείηε ηε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο  f f  

    ( β )   Να απνδείμεηε  όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην   

    ( γ )   Να απνδείμεηε όηη:  f 0x    , γηα θάζε x   

    ( δ )   Να απνδείμεηε όηη:Η εμίζσζε f 0x   δελ έρεη πξαγκαηηθή ξίδα 

    ( ε )   Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  ζπλάξηεζεο f   
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111    ΘΔΜΑ          

                    Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f , κε 
3f f 1 f fx x x          

                   f f f 1        

                   Να απνδείμεηε όηη  

                   ( γ1 )      f 1 f     

                   ( γ2 )       Τπάξρεη 1,1   , ώζηε 
2 1


   

                   ( γ3 )       Τπάξρνπλ  , 1,1     , ώζηε ) )f f 0
 

    
 

                   ( γ4 )      
2 2 2 1
  
       

112   ΘΔΜΑ          

                                     Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f :  , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ
 

                                  ●      f fx x     
   , γηα θάζε x  

                                  ●      f 2 fx x x    
 , γηα θάζε x  

                                      ( α )   Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην   

                                    ( β )   Αλ
0

lim f lim f 1
x x

x x
 

       ,λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f  

                                    ( γ )    Να απνδείμεηε όηη : f    

113    ΘΔΜΑ          

          Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f :   θαη  g:   ,γηα ηηο  

          νπνίεο ηζρύνπλ 
y 1

f 2g y
lim 1

y 1
x



   
 


( 1 ) 

1

2f g y
lim 1

1x

x
x

   



 ( 2 )         

          
1

limf
x

x


     ( 3 )  
y 1
lim g y


   ( 4 ) 

         ( δ 1 )      Να απνδείμεηε όηη 0  

         ( δ 2 )      Αλ επηπιένλ ηζρύεη f 2g y 2y 1x x        , γηα θάζε  

                        , yx  , ηόηε λα απνδείμεηε όηη f g  
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114    ΘΔΜΑ          

          Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f , κε ζπλερή παξάγσγν ζην [ ]  θαη γηα θάζε  

          ( )x  ηζρύεη 
2f fx x x x x       

  

          Να απνδείμεηε όηη 

          ( ε1 )      Η f έρεη αθξόηαηα ζηα άθξα   

          ( ε2 )      Τπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ
  , ώζηε f 1


   

 

          ( ε3 )      Τπάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ  ,    , κε 
      

                        ώζηε  f f 2
 

      

 
          ( ε4 )      Τπάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ  ,    , κε 

      

                        f f 1
 

       

115    ΘΔΜΑ    

         Α        Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g , κε 1( ) ln
1

xg x x
x
 


 

                          ( α 1 )     Να κειεηήζεηε ηελ g βσο πξνο ηε κνλνηνλία θαη λα  

                                        βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο  g   

                   ( α 2 )     Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε , y (0, )x   ηζρύεη 

                                 2 2 2( y) ( ) (y) 1
1 y 1 y 1

g x g x g
x x

     
  

 

             Β        Έζησ ζπλάξηεζε f : (0, )  , f γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0,1]  

                       θαη 2 2 2f ( y) f ( ) f (y) 1
1 y 1 y 1

x x
x x

     
  

 ( 1 )  

                       γηα  θάζε , yx    

                          ( β 1 )     Να βξείηε ην f (1)  

                        ( β 2 )     Να απνδείμεηε όηη f ( ) f (1 ) 0x x / , γηα θάζε x  

                        ( β 3 )     Να απνδείμεηε όηη f ]  ζην   

                        Αλ επηπιένλ ηζρύεη 
1

f ( ) 1lim
1 2x

x
x

 


 , ηόηε  

                        ( β 4 )     Να απνδείμεηε όηη f ζπλερήο ζην   

                        ( β 5 )     Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f   
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116    ΘΔΜΑ    

Έζησ f : [1,5]   , δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην . Αλ 

f f f f     θαη f f f f       

 ηόηε λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε f 0x   
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ  

 ξίδα ζην 
 

117    ΘΔΜΑ    

          Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f ,g :   , γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη όηη 

         
2y yg y e f 2e f fx x x          

, γηα θάζε yx   (1) 

          θαη g 0  .Να βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ   πνπ πεξηθιείεηαη  

          από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 
f g,C C θαη ηελ επζεία 1x   

         ΘΔΜΑ        118   

                 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f  , κε  
2f 2 lnx x x x   

   
                ( β1 )      Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f , σο πξνο ηε κνλνηνλία  

                              ηελ θπξηόηεηα ,λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο θαη λα γίλεη  

                               πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε                               ( κνλάδεο  12 ) 

                              θαη ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη 

           ( β2 )     Γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x ππάξρεη κνλαδηθόο ζεηηθόο 

                               αξηζκόο ώζηε f x                                       ( κνλάδεο  03 ) 

                ( β3 )    Η εμίζσζε 
1 1

4 2e 2
e 1

x
x

   


, έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ  

                              ξίδα                                                                           ( κνλάδεο 04  ) 

                ( β4 )     2f 3 ln4 10x x    , γηα θάζε x    θαη  

                            2f 3 ln4 10x x    ,γηα θάζε [ )x    ( κνλάδεο  06 ) 
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         ΘΔΜΑ        119   

                 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  g  , κε  

3

3 2 ,

5e 5 1 , 0
g

6e 2 6 0

x

x

x x x
x

x x x x






   
  

     

                 
θαη ε ζπλάξηεζε  f  , κε 

3 2 ,

e 1 , 0
f

0

x x x
x

x x x





  
  

    
.  

                Να απνδείμεηε όηη 
 

                 ( γ1 )     Η ζπλάξηεζε g  είλαη παξαγσγίζηκε ζην          ( κνλάδεο  06 ) 

           ( γ2 )     Η ζπλάξηεζε f  έρεη ζπλερή παξάγσγν ζην     ( κνλάδεο  04 ) 

                 ( γ3 )     4 , όπνπ   ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ   πνπ  

                              νξίδεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε  
f

C   
ηεο ζπλάξηεζεο  

                              f 
ηνλ άμνλα x x θαη ηηο επζείεο 1x  θαη 1x    ( κνλάδεο 04  ) 

                 ( γ4 )     Η F ,κε F f gx x x       είλαη θπξηή  ζην    ( κνλάδεο  06 ) 

                 ( γ5 )     Η εμίζσζε F x   έρεη ην πνιύ δύν ξίδεο ζην ( κνλάδεο  05) 

 

         ΘΔΜΑ        120  

                 Έζησ νη ζπλαξηήζεηο f , κε ζπλερή παξάγσγν ζην , θαη g:   

                ● g 1  , g 0   ( 1 )                   ●

 

f f 1 0   
 
( 2 )   

                ● f x   
,γηα θάζε x ( 3 ) θαη επηπιένλ δίλεηαη όηη  

                
4 3 2g f f f 3f 1x x x x x             ( 4 ) , γηα θάζε x   

                Να απνδείμεηε όηη 
 

                ( δ1 ) Τπάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ ,ώζηεg   (κνλάδεο  05 ) 

          ( δ2 )       Τπάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ ,    , ώζηε  

                              g g 1
 

     
                                                    (κνλάδεο  05 ) 

                ( δ3 )      0 f f   
                                          

(κνλάδεο 05 ) 

                ( δ4 )      Η ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην    ( κνλάδεο 03 ) 

                ( δ5 )       Αλ επηπιένλ ηζρύεη 4f    , ηόηε g 0x    

                               γηα θάζε x                                                        (κνλάδεο  07 ) 
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         ΘΔΜΑ   121   

     Έζησ ζπλάξηεζε f , κε Π.Ο U(1,+ )  θαη παξαγσγίζηκε  

     ζην 
2

2 e
f (e )

4


 
θαη γηα θάζε x ηζρύεη 

3

ln 2
f ( )

ln

x
x

x


/

                                                      

    ( ε1 )      Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε f /  

    ( ε2 )      Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f  

    ( ε3 )      Να βξείηε , αλ ππάξρεη , ην lim
f ( )x

x

x x


 

 

 

Γηα νπνηα δήπνηε απνξία κπνξείηε  

λα ζηέιλεηε κελπκα   ζην    

messeger 

                               ή  email ζην   
 

 

haralamposkonstantinou@gmail.com 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

           ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ  
    ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                   50                               Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ 

         ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ                                              Κσλζηαληίλνπ . Κ . Υ 
     ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                  50                       Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ           

 


