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         ΘΕΜΑ 28 

   Έζηω  ζπλάξηεζε f ,κε ζπλερή παξάγωγν ζην θαη  ,  

  γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ  f (f ( )) 2f ( )x x x  , γηα θάζε x , επηπιένλ  

  ε  f /  δελ παξνπζηάδεη αθξόηαην ζε εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ [ ]   

  γηα θάζε 
   ( ε 1 )     Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη "1 1"  ζην  

  ( ε 2 )     Να κειεηήζεηε ηελ  f ωο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη λα απνδείμεηε  

               f ( ) 0x /
 , γηα θάζε x  

  ( ε 3 )     Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f  

  ( ε 4 )     Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο f  ζην 
0
0x   

  ( ε 5 )     Αλ επηπιένλ   γηα θάζε x ηζρύεη όηη f ( ) 1x /
 , ηόηε  

                λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  
ελδεηθηηθή απάληεζε 

  ( ε 1 )     Έζηω 
1 2
,x x  , κε 

1 2 1 2
f ( ) f ( ) f (f ( )) f (f ( ))x x x x   , ηόηε  

                
1 1 2 2 1 2

,2f ( ) 2f ( )x x x x x x   , άξα ε f είλαη "1 1"  

  ( ε 2 )     Η f είλαη ζπλερήο θαη "1 1"   ζην  , άξα είλαη γλεζίωο  

                κνλόηνλε ζην , νπόηε f f  γλεζίωο αύμνπζα ζην  

                 Άξα ε ζπλάξηεζε g , κε ( ) (f f )( )g x x x   είλαη γλεζίωο 

                αύμνπζα ζην , νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην   

  ( ε 3 )      Η f  είλαη ζπλερήο θαη  γλεζίωο αύμνπζα ζην ,άξα  ην ζύλνιν  

                 ηηκώλ ηεο 
f

f ( ) είλαη 
f

f ( ) ( lim f ( ), lim f ( ))
x x

x x
 

   

                 Αλ lim f ( )
x

x


 , ηόηε lim f (f ( )) f ( )
x

x


  , άηνπν  

                 άξα lim f ( )
x

x


  , όκνηα ν lim f ( )
x

x


  άξα 
f

f ( )   

  ( ε 4 )     Έζηω f (0) f ( ) 2
x

        θαη γηα x   f (f ( )) 3     

                 Η f  ηθαλνπνηεί α ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζε θάζε έλα από  
 

                 ηα δηαζηήκαηα  [0, ],[ f ( )]   , άξα ππάξρεη (0, )

   , ώζηε  

                 
f ( ) f (0)

f ( ) 1



  


/

 θαη ππάξρεη ( )

    ώζηε  
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f (f (2 )) f ( )

f ( ) 1
f (2 )





 
  

 
/

, ε f /  είλαη ζπλερήο ζην ,[ ]
 

        

                 άξα έρεη ειάρηζηε θαη κέγηζηε ηηκή ζηα άθξα , επνκέλωο f ( ) 1x /
             

                 νπόηε f ( )x x , γηα θάζε ,[ ]x
 

   , άξα f ( )    

                f ( ) f (0) 0    ,άηνπν  άξα f (0) 0  

  ( ε 5 )    f (f ( )) 2f ( ) f (f ( )) f ( ) f ( )x x x x x x x      

  Η ζπλάξηεζε g , κε ( ) f ( )g x x x  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  

  θαη ( ) f ( ) 1 0g x x  / /
, αλ ε g / κεδελίδεηαη ζε κεκνλωκέλα  

                 ζεκεία , ηόηε g γλεζίωο αύμνπζα θαη (f ( )) ( ) f ( )g x g x x x    

                 Αλ ( ) 0g x /
ζε έλα δηάζηεκα 1 ηόηε f ( ) 1 f ( )x x x  /

 

                 θαη f ζπλερήο  ζην , άξα f ( )x x  , γηα θάζε x  

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  


